
 

             
 مدرس: عليرضا خاكي                                         نقطه و بردار1فصل           

 1 

 

 :  فضا

 

 

 

 

 

 

ي : دو نقطه1مثال   321243 ,,,,,  AB.را در دو دستگاه راستگرد نمايش دهيد 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 نكته: 

 ها xبرمحور A=(x.,y.,z.)ي = تصوير نقطه          xoyي نسبت به صفحه Aي ي نقطه= قرينه 

 ها yبرمحور A=(x.,y.,z.)ي = تصوير نقطه          xozي نسبت به صفحه Aي ي نقطه= قرينه 

 ها zبرمحور A=(x.,y.,z.)ي = تصوير نقطه           yozي نسبت به صفحه Aي ي نقطه= قرينه 

 xoyي برصفحه A=(x.,y.,z.)ي صوير نقطه= ت  ها             xنسبت به محور  Aي ي نقطه= قرينه 

 yozي برصفحه A=(x.,y.,z.)ي = تصوير نقطه  ها             yنسبت به محور  Aي ي نقطه= قرينه 

 xozي فحهبرص A=(x.,y.,z.)ي = تصوير نقطه  ها             zنسبت به محور  Aي ي نقطه= قرينه 

   نسبت به مبدأ مختصات Aي ي نقطه= قرينه 

 

y 

x 

z 
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 y=xي نسبت به صفحه Aي نقطه ي = قرينه        از مبدأ مختصات Aي = فاصله            

 y=-xي نسبت به صفحه Aي نقطه ي = قرينه       

 y=zي نسبت به صفحه Aي نقطه ي = قرينه       

 y=-zي نسبت به صفحه Aي نقطه ي = قرينه       

 x=zي نسبت به صفحه Aي نقطه ي = قرينه       

 x=-zي نسبت به صفحه Aي نقطه ي = قرينه       

 

 

 xoyي  از صفحه Aي نقطه ي = فاصله      ها zاز محور Aي ي نقطه= فاصله             

 yozي  از صفحه Aي نقطه ي = فاصله      ها yاز محور Aي ي نقطه= فاصله             

 xozي  از صفحه Aي نقطه ي = فاصله      ها xاز محور Aي ي نقطه= فاصله             

 

 

 

ي ي نقطهقرينه 'Aي : نقطه2مثال 321 ,,A ي ت به صفحهبنسxoy ي ونقطهA" ي تصوير نقطهA'  بر محورoz  است؛

 ؟ "Aمختصات مطلوبست 

 

 

ي ي نقطه: فاصله3مثال 341 ,,A ي از صفحهxoz را بدست آوريد؟ 

 

ي ها وجود دارد كه از نقطه z: چند نقطه روي محور 4مثال 321 ,,A باشند؟ 1ي به فاصله 

 

 

 

 در نظر بگيريد؟ 5فاصله را  4: در مثال 5مثال

 

 درنظر بگيريد؟ 5فاصله را  4: در مثال 6مثال

 

y 

x 

z 
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                              M  وسط پاره خطAB 

                                     :1يادآوري از هندسه

         متوازي الاضلاع                         

 مستطيل        

          لوزي          
 

        = M قي اقطار متوازي اضلاع ي تلانقطهABCD 

 

 : مركز ثقل مثلث1يادآوري از هندسه 

 

  

 

           =G  مركز ثقل مثلث


ABC 

        

 AB: طول پاره خط            

 

 : نكته  1)

(2 

(3 

 

: نقااا  7مثااال 502 ,,A  و 164 ,,B  و 1120  ,,C  رئااوم متااوازي ا ضاالاعABCD  هسااتند مطلوبساات               

 متوازي ا ضلاع؟و مركز تقارن  Dمختصات رأم 

 

 

: نوع مثلثي كه مختصات رئوم آن 8مثال     004040400 ,,,,,,,,  ABC (66)آزاد باشند را مشخص نماييد؟ 
  

A 

B C 

A 

B 
C 

B 
C 

A 
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 پيكان : 

 :بردار
 

 

 

 

 مؤلفه هاي بردار:

 طول بردار:

 

 نكته:     اي پيكان:مؤلفه ه

 طول پيكان:

 

 اعمال روي بردارها:

 ( ضرب عدد حقيقي در بردار:1

 

 

 

: اگر     9مثال 5213 ,,,  ar   مطلوبستra ؟ 

 

 نكته:

 

 

 

 ( جمع دو بردار2

 

 ( تفاضل دو بردار3

 
 

y 

x 

z 

a 

b 

a 
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: اگر 11مثال   5121104 ,,,,,  ab  باشند مطلوبستba 32 ؟ 

 

 

 

 

 (76)آزاد كدام است؟  CA+DBحاصل  ABCD: در مستطيل 11مثال

 1 )BC2                  2 )O                      3 )DA2                      4 )AB2 

 

: اگر دو بردار 12مثال    112121 12  mVkV  (76)آزاد را بدست آوريد؟ k , mموازي باشند، آن گاه  ,,,,,

 

 

 

 

و نقطااه ي : د13مثااال   304031 ,,,,,  AB  مفروضااند اگاار نقطااه ي zyxM ,,  باشااد وMBMA 2 

 ( ؟ x+y+z)يعني  Mمطلوبست مجموع مختصه هاي نقطه ي 

 

 

 

: اگر بردار 14مثال 1241  ,,, mab  و دو بردارbaba   (85)سراسري ا بيابيد؟ر mعمود برهم باشند،  ,

 

 

 

 

 (1978)المپياد بلژيك: در شكل زير برآيند همه بردارهاي موجود با كدام بردار برابر است؟ 15مثال 

    1 )e               2 )–e 

    3 )–c             4 )c 

 

b 
c a 

f g 

e 
d 
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ها زاويه ي  xواحد با محور  6: دو بردار با طول مساوي 16مثال 4781 مي سازند. زاويه ي جمع دو بردار                      ,

 (83سنجش  – 76)آزادها چند درجه است؟  xبا محور

 

 

 

 

: در 17مثال


ABC  نقطه ي ،G  محل برخورد ميانه هاست. حاصلGBGA  : (84سنجش-77)آزادبرابرست با 

       1 )CG             2 )GC                3 )rGC             4 )GC 3- 

 

 

 

 

kjiV,kjiV: اگر 18مثال   باشد حاصل  3212
21

21

2
2
VV

VV



  (81)آزاد را بدست آوريد؟ 

 

 

 

 بردارهاي يكّه )واحد يكاني(

 

 

 

 نكته:

: اگر 19مثال  315 ,,a :باشد مي توان نوشت 

 د يكاني( :بردار يكَه )واح

: 21مثال 









14
3

14
1

14
2

,,a 
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 :  aبردار جهت )برداريكَه( نظير بردار 

 

 

 

 

را بنويسيد ،   a: بردار جهت نظير بردار 21مثال  142  ,,a . 

 

 

 

 

 

 نكته:

 

 

 

 

 

 

 

 نكته: 

 

 

 

 

 

 

 

a 

C B 

A 

M 

C B 

A 

M 
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ي : نقطه22مثال 312 ,,A  مفروض است اگر'A ي قرينهA     نسابت باه صافحهxoy  و"A  ي قريناه'A  نسابت        

'"باشد مطلوبست طول و مؤلفه هاي  ozبه عمود  AA . 

 

 

 

:اگر23مثال     125036814  ,,,,,,,, ABC  سه رأم مثلث


ABC ي باشند مطلوبست طول ميانهAM؟ 

 

 

 

 

 

:اگر24مثال      321143209 ,,,,,,,,  AMG رأم ، پاي ميانهترتيب يكبه CM  ومركز ثقل مثلث


ABC  باشد مطلوبست مختصات رئومC , B  از


ABC ؟ 

 

 

 

 

 

 كدام است؟ AD-BA-CDباشد حاصل عبارت  ABCDاز چهارضلعي  BCوسط ضلع  M: اگر 25مثال 

              AM (2                 AM2 (1 

             MA (4                  AM3 (3 

 

 

: اگر 26مثال  21
4
1









 ,m,a,k,n,ea  باشدn را بدست آوريد؟ 
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 «1تست هاي نمونه »

ي اگر نقطه -1 mmmA 211 2 ,,   روي محورz  ها باشد مقدارm كدام است؟ 

    1 )1                2 )1-              3 )1             4 )2 

 ينقطه -2 aaaA ,, 92 2  ي روي صفحهxoy  قرار داردa كدام است؟ 

   1 )1    2 )3-   3 )3   4 )2 

كدام يك از موارد زير نيمساز  -3


xoz را نشان مي دهد؟ 

    1 )








0z

yx  2 )








0y

zx  3 )








0x

zy  4 )








0x

zy 

ي اگر قرينه -4 72 ,, baA   نسبت به محورoz ي نقطه 275  cA cbaباشد مقدار  ',, 2 كدام است؟ 

    1 )9   2 )11   3 )11   4 )12 

ي قرينه  'Aاگر  -5 953  ,,A ي نسبت به صفحهxoy  باشد مجموع مختصاتA' كدام است؟ 

   1 )8   2 )11   3 )11   4 )11- 

ي اگر قرينه -6 32,,aA 0ي نسبت به صفحه zy  نقطه ي cbA ,,' cbaباشد مقدار  5 2 كدام است؟ 

   1 )15   2 )13   3 )11   4 )11- 

اگر  -7   513137 ,,,,,  AB دوسر قطر مكعبي باشند مجموع مختصات مركز آن كدام است؟ 

   1 )1    2 )1-   3 )2   4 )2- 

ي ي نقطهاگر فاصله -8 11  aaaM  كدام است؟ Mباشد مجموع مختصات  10ها  xاز محور  ,,

   1 )6   2 )6-   3 )6   4 )3 

رأم آن  3محيط مثلثي كه مختصات  -9     003030300 ,,,,,,,, ABC است چقدر است؟ 

   1 )9   2 )33  3 )36  4 )29 

اگر  -11     010123501 ,,,,,,,, ABC   سه رأم مثلثي باشند طول ميانه يAM كدام است؟ 

   1 )2    2 )3   3 )4   4 )
2
3 

اگر  -11     321112240 ,,,,,,,, ABC   سه رأم متوازي ا ضلاعABCD  باشند مجموع مختصات رأم چهارم

 را بدست آوريد؟

   1 )11  2 )9   3 )8   4 )7 

kjiaاگر  -12   ها كدام است؟  yي تصوير آن روي محور ؛ اندازه 32

   1 )3    2 )3-   3 )j3   4 )j3- 
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ي بردار اگر اندازه -13  kjima   كدام است؟ mباشد  3مساوي  21

   1 )1    2 )2   3 )3   4 )4 

ي تصويربردار اگر اندازه -14 71  ,,aa  روي صفحه يxoy  باشد مقدار  5مساويa كدام است؟ 

   1 )2    2 )2-   3 )3   4 )3- 

بسازند بردار  58با هم زاويه ي  b , aاگر دو بردار  -15
b

b

a

a
u   با بردارa كدام زاويه را مي سازد؟ 

   1  )28  2 )29   3 )30   4 )36 

kiajibاگر  -16   است؟ b , aي بين بردارهاي باشد كدام بردار نيمساز زاويه 22,

   1 )j+k                  2 )j-k                      3 )–j+k                   4 )–j-k 

baabuي بين دو بردار زاويه -17
b

b

a

a
u  12  چند درجه است؟ ,

   1  )90  23   (صفر )30   4 )60 

abbauي بين دو بردار زاويه -18
b

b

a

a
u  12  چند درجه است؟ ,

   1  )0  2 )90   3 )180   4 )60 

ي بين دو بردار زاويه -19  







 3

2
1614 12 ,,,,, xuu  مساوي180  است مقدارx كدام است؟ 

   1 )1    2 )2   3 )1-   4 )2- 

مبدأ مختصات مركز ثقل  -21


ABC  است و   001010 ,,,,,  AB  مختصاتC كدام است؟ 

   1) 101  ,,  2 ) 011 ,,  3 ) 110  ,,  4 ) 111  ,, 

اگر بردار  -21 12  mmma  كدام است؟ mاهيچ كدام از صفحات مختصات موازي نباشد مقدار يكّه بوده وب ,,

(2  ( صفر 1   
3
1   3)

3
1

   4 )
3
2 

kjiبردار يكّه همراستاي بردار  -22  كدام است؟ 

   1 )









3
10

3
1

,,    2 )








3
1

3
1

3
1

,,   

   3 )









3
1

3
1

3
1

 (  هيچ كدام4   ,,
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 :  b , aاي ، اسكالر ، عددي( دو بردار  ( ضرب داخلي )نقطه4

 

 

 

 

 

 

 نكته مهم:

 ويژگي هاي ضرب داخلي:

(1 

(2 

(3 

(4 

 

(5 

 

(6 

(7 

 

 

 

 :)قضيه ي كسينوس ها(قضيه 

 

 

 

 

a 

b 
 

A 

B 

C 
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(11 

 

(11 

 

 :2قضيه

 

 

 

 

 

 

 

: اگر 27ال مث   512143 ,,,,,  ab باشد مطلوبست حاصل ضرب داخلي آن ها؟ 

 

 

 12زاويه ي بين دو بردار)

 را بيابيد؟ b , a: در مثال قبل زاويه ي بين دو بردار 28مثال 

 

 

: اگر اندازه ي دو بردار  29مثال   kjaiVkjaiV 41234 12  برابر باشد، كسينوم زاويه ي بين دوبردار  ,

 (81)آزاد است؟  چقدر

 

 

a 

b 
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kjiakjib: اگر 31مثال   baباشد زاويه ي بين دو بردار  ,32  ,b  (81)سراسري را بيابيد؟ 

 

 

 (1987مپيادبلژيك)الكدام است؟  sinاوسا  اضلاع باشند  N , Mمربع است. اگر  ABCD: در شكل روبرو 31مثال 

    1 )
5
5 2 )

5
3            3 )

5
10               4 )

5
4 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

: دو بردار 32مثال   nVmV ,,,,, 5432 12   برهم عمودند ؛n , m  (68)آزاد را بيابيد؟ 

 

 

 

abc: اگر 33لمثا cabaباشد و  30برابر  c , bسه بردار غيرصفر باشند و زاويه ي  ,, ..  :آن گاه 

  1 )cb        2 ) cba ||  3 )cba   4 ) cba  

 

 

 

C M B 

A D 

N 
 
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abc: سه بردار غيرصفر ونابرابر 34مثال  در ياك صافحه باه صاورتي قارار دارناد كاه         ,,   acbcba  ,                   

 (1991)المپياد بلژيك در اينصورت:  

   1 )bac       2 )   caba  

   3 )  cab    4 )ba  

 

6250: اگر 35مثال   abba baاندازه ي بردار  .,,   (81)سراسري را بيابيد؟  

  1 )3                 2 )4 

  3 )6                 4 )7 

 

 b       (13بر بردار  a: تصوير بردار 

 

 b  (14به نسبت  a: قرينه بردار 

 

: اگر 36مثال    321212 ,,,,,  ab  باشد مطلوبست تصويرa  برb  و قرينه يa  نسبت بهb ؟ 

 

 

 

 

؟  bبه نسبت  aبه صورت زير مفروضند مطلوبست قرينه ي  b , a: بردارهاي 37مثال   007325 ,,,,  ba 

 

 

 

 

 

 ؟ bنسبت به  aبه صورت زير مفروضند مطلوبست اندازه ي قرينه ي  b , a: بردارهاي 38مثال 

 






















17
2

11
5

14
1017

2222

,,

,,

b

a

 

a 

b 



 

             
 مدرس: عليرضا خاكي                                         نقطه و بردار1فصل           

 15 

: اندازه ي تصوير 39مثال  221 ,,a  بر بردار 212 ,,b  (75)آزاد را بدست آوريد؟ 

 

 

 

 

كه در آن  AB: طول تصوير پاره خط 41ل مثا   321155 ,,,,, AB  است برصفحهxoy  (77)آزادكدام است؟ 

   1 )5            2 )29 

   3 )7            4 )9 

 

 

 

(15 

 

 

 

(16 

 

 

 

(18                                                                      (17 

 

 

 

 19شوارتز) –: نامساوي كوشي  

 

 

 

 

b 

a 

b 
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322: اگر 41مثال  zyx  222باشد مطلوبست كمترين مقدار zyx  ؟ 

 

 

 

1223: اگر 42مثال   zyx  222باشد مطلوبست كمترين مقدار 46 zyx  ؟ 

 

 

 

 

 

 

: بردارهاي 43مثال    025700 ,,,,,  ab  مفروضند مطلوبست زاويه ي بينb , a ؟ 

 

 

اي اردارهاا: ب44مثال


























5
19

3
11

13
12539 ,,,,, ab ن اياي بهاات زاوياوبسااد مطلاناروضافام                       

babaبردارهاي  eeee   ؟ ,

 

 

 

 

aeeباشد مطلوبست زاويه ي بين بردارهاي  29برابر  b , aي بين بردارهاي : اگر زاويه45مثال  ba , . 

 

 

 

602برابر  b , aي بين دو بردار : زاويه46مثال  ,ba   ي بين دوبردار زاويهa-b , a (78)سراسريرا بدست آوريد؟ 
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2121: اگر بردارهاي 47مثال VVVV  43عمود باشد و سه بردار هم صفحه باشند و  3Vهر دو بردار  , 12  VV , 

حاصل ضرب داخلي    2121 VVVV   (82)آزادچقدر است؟  .

 

 

 (81)سراسري؟ a.bاست مطلوبست  6و  5و  3به ترتيب  c , b , aي بردارهاي : در شكل مقابل اندازه48مثال 

 

 

 

 

 

 : ي )برداري ، ويكتوريل( بين دوبردار ( ضرب خارج5

 

 

 

 

 

 

 

: اگر 49مثال    375120 ,,,,, ab  باشند مطلوبستba ؟ 

 

 

 

 

 نكته:

a b 

c 
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 ويژگي هاي ضرب خارجي:

 

(1 

(2 

(3 

 

(4 

 

(5 

 

(6 

(7 

 

 

(8 

 

(9 

 

 

 01)بردار   3:ضرب مختلط 

 

(11 

 

: اگر 51مثال 


















9
7115218

11
123 ,,,,, ab :باشد مطلوبست حاصل عبارت زير 

  







 baba 11

5
212235 . 
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 نكته:

 12) : ضرب سه گانه برداري

 

(13 

 

(14 

 : مساحت مثلث1يادآوري از هندسه 

 

 

 

 15) : مساحت مثلث

 

 16) : مساحت متوازي الاضلاع

 

 

اگر : 51مثال      210765321 ,,,,,,,,  CBA  رأم مثلث


ABC  باشند مطلوبست مساحت مثلث


ABC؟ 

 

 

 

 

               ماي ساازند مسااحت مثلثاي كاه بار روي        30ي  واحد بايكاديگر زاوياه   4و3هاي به طول b , a: دو بردار 52مثال 

babaدو بردار  223   (84)سراسري توليد مي شود را بدست آوريد؟  ,

 

 

 

 

C 

A 

B 

b 

a 
 

b 

a 
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است  واحدمربع 12اين دوبردارتوسطتوليد شدهمثلث اند.مساحت واحدمفروض 8و  5هاي به طول b , a:دوبردار53مثال 

 (81)سراسريي تفاضل دو بردار را بدست آوريد؟ ي دوبردار كمتر از قائمه باشد، اندازهاگر زاويه

 

 

 

 

 

: در 54مثال 


ABC  اگرBACABABCACABVS 


مساحت مثلث باشد آن گاه  ,


V  رابرحسبs  بيابيد؟

 (63)آزاد

 

 

 

 

 AMABحركت كند ، بردار حاصل ضرب خارجي  Dبه  Cاز  Mي  باشد ونقطه ABموازي  CD: اگر 55مثال 

  (83)آزاد چگونه تغيير مي كند؟ 

 

 

 

 

 17) : حجم متوازي سطوح 

 

 

 

 

 

 

 18) حجم هرم 

 

 

C M D 

B A 

a 
c 

b 
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 پديد مي آيد بدست آوريد؟  c , b , a: حجم هرمي را كه بين بردارهاي 56مثال 

     004150321 ,,,,,,  cba 
 

 

 

(19 

 

 در يك صفحه واقع باشند؟ c , b , aبردار  3را چنان بيابيد كه  m: 57مثال 
 

 

 002
740

212

,,

,,

,,







c

b

mma

 

 

(21 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ر:زواياي هادي بردا

 

 

 

 

 

 نكته:                      

 نكته:                      
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به ترتيب زواياي  oy ,oxبا محور  a: بردار 58مثال  120135  ها؟ zي آن با محور  ساخته است، مطلوبست زاويه ,

 

 

 

 

 ها؟ zي آن با محور  باشد مطلوبست زاويه 150ها  yور وبا مح 135ها  xي برداري با محور  : اگر زاويه59مثال 

 

 

 

باشد  8ساخته است برابر  45ي ها زاويه xو با محور  120ي ها زاويه x: اگر طول برداري كه با محور 61مثال 

 مطلوبست خود اين بردار؟

 

 

 

 

 

 

 

 

گر : ا61مثال  2121 3 VVVV . 12ي بين دو بردار زاويه VV  (78)آزاد كدام است؟  ,

    1 )
6
             2 )

3
 

    3)
4
              4 )

2
 

 

cabacboa: اگر 62مثال    (79)سراسري آن گاه كدام گزينه نادرست است؟  ,,

   1 )cba             2 )cba || 

   3 )  0cba.         4 )c , b ,a اند.موازي يك صفحه 
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: اگر 63مثال    211321 12 ,,,,,  VV  21ي باردار  باشند زاوياه VV        باا كادام ياك از محورهااي مختصاات         

 (83)آزادبزرگتر است؟ 

 

 

 

 

12: اگر بردارهاي 64مثال  VV بريكديگر عمود باشند وداشاته باشايم    ,   136311 211 ,,VV,,,V    2باردارV را              

 (81)آزاد بدست آوريد؟ 

 

 

 

 

 

 

 

 

درجااه اساات،  91كمتاار از  b , a: زاويااه ي بااين دو بااردار  65مثااال   6518  abbaa ,,             

حاصل  baa .  (85)سراسري رابدست آوريد؟ 

 

 

 

 

dbcadcba: اگر 66مثال    آن گاه كدام نتيجه گيري الزاماً صحيح است؟ ,

   1 )   dacb  ||              2 )   cbda  || 

   3 )   dbca  ||              4 )dcba  
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نقطه بريك خط راست  3به شر  آن كه  mبه صورت زير مفروضند. مطلوبست مقدار  C , B , Aي  : سه نقطه67مثال 

 واقع شوند؟
 

 

 107
753

112

,,

,,

,,





C

B

mmA

 

 

 

 

 

                    نقطه  به شر  آنكه چهار mبه صورت زير مفروضند مطلوبست مقدار  D , C , B , Aي : چهارنقطه68مثال 

 بريك صفحه واقع شوند.
 

 

 

 012
100

125
21

,,

,,

,,

,,









D

C

B

mmmA

 

 

 

 

 

 

: مكان هندسي نقاطي مانند 69مثال  zyxM ,,  022را بيابيد كه  yx باشد؟ 

 

 

 

 

ي  : نقطه71 مثال 321 ,,A ي  هاي از صفحااطاي نقادساان هنات مكاوبساروض است . مطلامفxoy ه از اكA                       

 باشد. 1ي به فاصله
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 باشند را بيابيد. 3ي  مكان هندسي نقاطي كه به فاصله 71: در مثال 71مثال 

 

 

 

 باشند را بيابيد. 5ي مكان هندسي نقاطي كه به فاصله 71: در مثال 72مثال 

 

 

 

 

 ای فرزند آدم ...

ب نرسیده   به پایان دیر آینده و خوراک فراهم آمده وگناه پوشیده شده وعذا

 ... فریفته مشو!


